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Viˇse dokaza jedne poznate trigonometrijske
nejednakosti u trokutu
Sˇefket Arslanagic´∗ Alija Muminagic´†
Sazˇetak. U radu se navodi nekoliko razlicˇitih dokaza jedne poz-
nate trigonometrijske nejednakosti u trokutu. Dokazi su prilagod¯eni
ucˇenicima srednjih sˇkola.
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Several proofs of well known trigonometric inequality in triangle
Abstract. Several proofs of well known trigonometric inequality
are given. These proofs are adapted for high school students.
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Dokazivanje nejednakosti u matematici je jako zanimljiv i kreativan posao. Pri
tome dolaze do izrazˇaja razne ideje koje cˇesto dovode do rezultata. Naravno, onaj
koji hoc´e to realizirati mora biti solidno educiran iz raznih podrucˇja matematike te
diferencijalnog racˇuna.
U ovom cˇlanku upravo c´emo se baviti raznim dokazima jedne poznate trigonome-
trijske nejednakosti koja cˇesto ima primjenu kod dokazivanja drugih nejednakosti.











gdje su α, β i γ unutarnji kutovi trokuta.
Kod dokaza ove nejednakosti koristit c´emo neke druge poznate jednakosti i ne-
jednakosti cˇiji se dokazi mogu nac´i u [1], [2] i [3]. To su ove jednakosti i nejednakosti
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R ≥ 2r (Eulerova nejednakost), (6)















gdje su r i R polumjeri upisane i opisane kruzˇnice trokutu, s je poluopseg trokuta.






= y i tg
γ
2
= z, jednakost (2) postaje
xy + yz + zx = 1. (9)
Sada iz ocˇigledne nejednakosti
2
(
x2 + y2 + z2
)− 2 (xy + yz + zx) = (x− y)2 + (y − z)2 + (x− z)2 ≥ 0
i jednakosti (9) slijedi:
2
(
x2 + y2 + z2
)− 2 ≥ 0, tj.












a ovo je nejednakost (1) koju je trebalo dokazati. 2










, a odavde α = β = γ, odnosno onda i samo onda ako je trokut
jednakostranicˇan.





















































Ovo je jedan jako kratak i elegantan dokaz za koga je potrebno znati samo
nejednakost Cauchy-Buniakowsky-Schwartz za n = 3, a koja glasi:
(a1b1 + a2b2 + a3b3)
2 ≤ (a21 + a22 + a23)(b21 + b22 + b23),
gdje su a1, a2, a3, b1, b2, b3 ∈ R.
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1 + cos γ
)
− 3. (10)
Stavimo da je x = 1 + cosα, y = 1 + cosβ, z = 1 + cos γ; (x, y, z > 0).
Aritmeticˇka sredina tih brojeva je
A3 =































































⇔M + 3 ≥ 4⇔ M ≥ 1.
2










































≥ (1− cosα)2 + (1− cosβ)2 + (1− cos γ)2
= 3 + cos2 α+ cos2 β + cos2 γ − 2(cosα+ cosβ + cos γ)
(4)
= 3 + 2 cos2
α
2
− 1 + 2 cos2 β
2
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B2 = A+ 2,
a odavde zbog (8):






− 2 = 1.
2















































− 2 = 3− 2 = 1.
2





; x ∈ (0, pi).
Imamo




















> 0 za sve x ∈ (0, pi).
Dakle, dana funkcija f(x) = tg2 x2 je konveksna za x ∈ (0, pi), pa na osnovi Jensenove
nejednakosti za n = 3 imamo:
1
3
[f(x1) + f(x2) + f(x3)] ≥ f
(




























 α2 + β2 + γ2
3
 ,
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